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Resumé

Le but de ce travail est de prouver I'existence globale en temps des solutions de systemes de
réaction - diffusion m x m a matrice de diffusion diagonale puis a matrice de diffusion pleine
(symétrique).

Pour cet objectif, on construit une fonctionnelle de Lyaponov (polynomiale) et une région inva-
riante et si les termes de réaction vérifient certaines conditions, on déduit I'existence globale
Mots clés : systemes de réaction-diffusion, existence globale, fonctionnelle de Lyaponov (polyno-

miale), région invariante, matrice de diffusion pleine.




abstract

The purpose of this paper is established the global existence in time of solutions for reaction-
diffusion systems m x m with a diagonal matrix of diffusion coefficients then with a tridiagonal
matrix of diffusion coefficients.

For this purpose, we construct a Lyaponov (polynomial) functional and the invariant regions and
if the reaction terms satisfy some conditions, we deduces the global existence

Key words : reaction diffusion systems, global existence, Lyaponov (polynomial) functional, in-

variant regions, full matrix of diffusion coeffcients
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’ Introduction \

Les systémes de reaction-diffusion sont des systémes couplés d’equations différentielles aux déri-
vées partielles de types prabolique

Ces systemes s’écrivent dans leur forme la plus simple :

ou
Er DAu = f(u) 1)

ol u(x,t) = (ui(x,t), us(x,t), ..., u,(z, t))est 'inconnue,

flztyu(z,t) = (fi(x, t,u(z, b)), ..., folx, t,u(z,t)))

est la réaction (généralement non linéaire ) et D(z, ¢, u(x,t)) est une matrice carrée m x m définie
positive et diagonalisable appelée matrice de diffusion.

Les termes de réaction sont le résultat de toute interaction entre les composantes de u.

Au chapitrel : (Notations et notions générales)

Ce chapitre se compose de trois sections, dans la premiére section en donne des notations,
quelque symboles certains opérateurs et quelques espaces avec leurs normes utilisées, la deuxieme
section c’est un rappel sur quelque théoreme fondamenteaux, théorie de semi groupe et existence
locale et globale, a la troisiemme (la modelisation) on va éxposer les méthodes génerales trans-
formants les phénoménes naturels a des S-R-D, et on va étudier trois exemple : en chimie, un
phénomene de la physique nucléaire, en génetique.

Au chapitre 2 : (Existence globale pour les S-R-D de m-composante a matrice de diffusion
diagonale)

Dans ce chapitre on va étudier I'existence globale de solution des S-R-D formé de m équation
avec les conditions au limites diverses (Dirichlet, Neuman, Robin).Pour cette raison on utilise une

fonctionnelle de lyaponov borné associée a ces systémes
/ o (U1 (E, ), ua(t, ), .oy up (T, @) )da

Pm p2
m— p p(m 1) p1. p2—Dp e — D —
Hy, (U1, ooy tin) =) oo D Cont OB 0 S ™y —Pm
Pm—1=0 p1=0
Le systéme que nous étudions est la suivant
8ui
ot

— Q; AUZ = fl(uz) sur R+ X Q, Vi = ]_, e,
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avec les conditions ou bords :
/\iui + (1 — )\7,) 8nui = ﬁz on Jf) x R+
et les conditions initiales :
u;(0,7) = u(x) sur

Au chapitre 3 : (Existence globale pour les S-R-D a matrice de diffusion pleine)
Dans ce dernier chapitre on va prouver I'éxistence globale pour un S-R-D a matrice de diffusion

pleine a I'aide de région invariante, ce systéme est de la forme

85;’ — AAu; = fi(ug, ..., ) dans R"™ xQ
Avec les conditions aux bords
Ou; +
A+ (1= N)— = p, dans R™ x 09
on
et les conditions initiales
u; (0, 1) = u(z) dans Q

est la matrice de diffusion

a Sit=]

A= (aij)ij=1..m aveca; =
e T b osii A

Le technique usuelle basée sur la fonctionnelle de lyaponov




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notations et notions générales

1.1.1 Opérateurs différentiels

Soit n un entier, on note = = (1, xs...., z,,) un point (ou vecteur) de R" :
On appelle champ des vecteurs sur R" une application v : R* — R", qui a x = (z1,%3...,T,)
associe v(x) = (vi(x), va(T)...., v, ().

Pour une fonction u : R" — R", son gradient est le champ de vecteurs défini par

0 0 0
grad u(z) = yu(x) = <3_::1<x>’ 6_;2(I)’ ey aTU(x) (1.1)

alors
2 - au 2

Pour un champ des vecteurs v : R — R" on appelle divergence de v la fonction définie par

. v ov ov
div v(z) =y = 8_1:1(x) + P + ..+ e (x) (1.2)
B "L v
N i=1 0z;

Soit 2 un domaine borné de R", avec frontiére réguliere 02 = I et do est une mesure de surface

sur [

On appelle Laplacien d’'une fonction u : R" — R" la fonction définie par
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, 0%u 0?u 0%u
A u(r) = div(u)(z) = a—m%(m) + a—x%(a:) + .t a2 (1.3)
" 0%u
= ; 8_@"?@)

Soit 2 un domaine borné de R", avec frontiere réguliere 02 = I" et do est une mesure de surface
sur I

On appelle normale a I' un champ des vecteurs 7(x) défini sur le bord I" tel qu’en tout point
x € I',n(z) soit orthogonal au bord et unitaire.

On appelle normale extérieure une normale qui point vers '’extérieure du domaine en tout point.
On appelle dérivée normale d’une fonction réguliere u sur le bord I' la fonction définie sur les

points de I' par g—Z(x) = yu(x). 7 (produit scalaire du vecteur syu(x) avec le vecteur n(z)).

1.1.2 Espaces fonctionnels

L(E, F) désigne I'espace des opérateurs linéaires et continues (ou bornés) de £ dans F' muni de

la norme

||A||L(E,F): sup || Az| (1.4

Te
=]l p<1
On pose L(E, F) = L(E)
On désigne par LP(€2), 1 < p < oo l'espace des fonctions définie par :

LP(Q)Z{UZQ%R,meSUIable: /]u|pdx<oo, lgpgoo}
Q

muni de la norme

1
Il i) = / ful? de. (1.5)

On désigne par L>(2) 'espace des fonctions « mesurables et vérifient

lu| < ¢ p.psur ()

ol ¢ est une constante positive. L>°(£2) est muni de la norme

[ull ooy = inf {c, |u[ < ¢ p.psur 2} (1.6)

1.1. Notations et notions générales
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On définit les espaces LP(0, 7, X), 1 < p < oo et L*(0,T, X) comme suit :

T
DPOT.X) = du:0,T] — X mesurable,/||u|]§(dt<oo |
0

muni de la norme

T
T —— / lull dt .7
0

L>(0,T,X) = {u :[0,7] — X mesurable, sup ess |jul, < oo} :
te(0,T)

muni de la norme

[ull ooy = sup ess [lullx (1.8)
te(0,T)

D’autre terme :

u(t, z) € L¥(0, T, LP(Q)) <= sup [[u(t, z)| ) < o0
te(0,T)

C(Q2) désigne I'espace des fonctions continues et bornées sur {2 muni de la norme

||U||c(ﬂ) — max |u()] (1.9)

Ck(),0 < k < oo désigne 'espace vectoriel des fonctions dont les dérivées partielles d’ordre
inférieure ou égal a k existent et sont continue dans .

CE(Q), 0 < k < oo désigne les sous-espaces vectoriel des fonctions de C*(2) a support compact
dans €.

D(Q) cest 'espace des fonctions C'™ a support compact contenu dans 2.

D(£2) désigne I'espace des distributions sur €2 c’est-3-dire I'ensemble des formes linéaires continues
sur D(Q).

H'(Q) c’est 'espace de Sobolev défini par

HY(Q) = {u e r2q): &

. 2 <i< .
axiEL(Q), 1_z_n} (1.10)

muni de la norme

ou
a.fll'i

2
dx (1.11)

2 2
el = / uf? de + / 3
Q q =1

1.1. Notations et notions générales
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:/|u|2dx+/|vu|2dx
Q

Q
donc
Hy(Q) ={ue H(Q) :u |r= 0} (1.12)
D’une facon générale pour m € N* et 1 < p < oo, les espaces de Sobolev H™ (€2) et W™P(2) sont
définis comme suit :
H™Q) = {u e L*(Q) : D*u € L*(Q) pour tout o € N" vérifent |a| < m} (1.13)

muni de la norme

Wil = > [ 1D do (1.14)

|a\§mQ

= Z |’Dau||i2(n)
|a|<m
WP (Q) ={ue LP(Q): D*u € LP(Q),|a] < m}, (1.15)
muni de la norme
lully,, = > 1D ullf, (1.16)
la|<m

ou

aa1+----+an
DOC

n
a1 9,02 ) | E i
0x{'0x5*...0xon —

est la dérivée au sens des distribution.
Naturellement on a : W2(Q) = H*(Q) et W™2(Q) = H™(Q).

1.2 Théorémes et formules fondamentaux

Nous présentons des propositions, des théoremes avec démonstrations utilisés dans les chapitres

suivants

1.2. Théorémes et formules fondamentaux
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Théoreme 1.1 (D’ostrogradski ou théoréme de la divergence) Soit S une surface fermée, fron-
tiere d’'un domaine de volume V. Choisissons comme sens positif de la normale a la surface, le sens qui
va de lintérieure du domaine a Uextérieur, et désignons par «, (3 et \ les angles que fait cette normale
avec la direction des x,y et z positifs respectivement alors, si A,, A, et A3 sont des fonctions continues

ayant des dérivées partielles continues dans le domaine, le théoréme de la divergence s’exprime ainsi

A
/ 041, 0dy  OAY) / Avdydz + Asdadz + Agdady
ox oy 0z

s

sous forme vectorielle avec A = (A; + A; + A3), ceci peut s’écrire simplement

/V Adv = /A.T]ds
1%

S

Ce théoreme est appelé encore la théoréme de Green dans 'espace.

Preuve. voir Spiegel [33]. =

1.2.1 Formules de Green

Nous rappelons maintenant quelques formules de Green qui généralisent au cas multi dimen-
sionnel la formule d’intégration par parties de la dimension un. Elles s’écrivent de la maniere

suivante :

Théoreme 1.2 On suppose que §) est un domaine ouvert de frontiére 0S) continue par morceaux.

Alors, si u et v sont des fonctions de H' (), on a

/auvd@":—/uavdw—i—/uvmda, 1<i<n (1.17)

Q o0

on désigne par 0, le i°™ cosinus directeur de la normale n a 9) dirigée vers Uextérieure de ) et on

écrit n, = (77.°€"). do la mesure de surface sur I'.
Corollaire 1.1 Pour toute fonction u de H?*(Q) et toute fonction v de H'(Q), on a la formule de

/(Au)v:/g—zvda—/vuvv.
o0

Q Q

Green

Preuve. Voir A. Munnier[27, pg.33]. m

1.2. Théorémes et formules fondamentaux
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1.2.2 Inégalité de Holder

Soientu € [Petv e [Tavec -+ = =1etl < p,q < co. Alors I'inégalité de Holder s’écrit :

141
P q

1
/\uv|dm§ /|u|pd:c /]v|q
0 0 Q

1
q

(i.e) u.v e L' et

lwoll < flull o V]l 2o

1.2.3 Formes quadratiques

Définition 1.1 Une forme quadratique est un polynéme homogeéne du second degré relativement aux

n variables u, us, ...., u,. Une forme quadratique a toujours la représentation
n
E QiU Uy
ij=1
ol

A = (aijhi<ij<n

est une matrice symétrique.

n

Si nous désignons la matrice-colonne (uy, us, ...., u,) par u et la forme quadratique E a;;uiu; par
ij=1

A(U,U),

AUU) =Y agu, (1.18)

ij=1
nous pouvons écrire
AU, U) =U'AU = AUU

Définition 1.2 Si A = (a;j)1<i j<n est une matrice symétrique réelle, la forme (1.18) est dite forme
quadratique réelle.
Dans ce travail, on s’intéresse que des formes quadratiques réelles.

Définition 1.3 Une forme quadratique(1.18)est dite définie positive si

A(U,U)>0, Yu € R", u # 0

1.2. Théoremes et formules fondamentaux [
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Théoreme 1.3 Une forme quadratique (1.18) est définie positive si et seulement si tous les détermi-

nants principaux successifs de sa matrice des coefficients sont positifs
det 1>0, det2>0,...., detn>0

Preuve. Voir E R. Gantmacher [10,pg.308]. m

Corollaire 1.2 Dans une forme quadratique définie positive (1.18) tous les déterminants princi-
paux de la matrice des coefficients, sont positifs, lorsque les déterminants principaux successifs d’'une

matrice symeétrique réelle sont positifs, tous les déterminants principaux restants sont positifs.

Preuve. Voir E R. Gantmacher [11, pg. 306] . m
Fonctionnelle de Lyapunov

Définition 1.4 On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée a un systéeme de réaction-diffusion
formé de m équations, toute fonction
L:RT - R"

telle que
d

dt
pour tout t > 0 et toute solution (uy (t,.),...un (t,.)) de systeme.

(L(uq (t,.),.um(t,.) <0 (1.19)

Région invariante

Définition 1.5 Un sous-ensemble fermé > C R" est appelé une région invariante pour le systéme
défini par

ou

i DAu = f (u) (1.20)

si toute solution u(x,t) ayant ses valeurs initiales et aux limites dans » reste dans >, pour tout
x € Q et pour toute t € [0,t*) ott t* < Tax.

Théoreme 1.4 Sidans (1.20) on a

;

f1(0,ug, ...y )

0
fl (ul,O,...,um) 0

v v

\ fl (Ul,UQ, ,0) Z O

Yy, U, ..., Uy > 0, alors la régiond . = {(uy, ug, ..., uy,) € R™, u; > 0;uy >0, ..., u, > 0} ,est inva-
riante.

1.2. Théorémes et formules fondamentaux



Chapitre 1. Préliminaires

Théoreme 1.5 Si dans(1.20) on a

fl (M17u27 7um)
fl (Ul,Mg, 7um)

IA N
o o

f1 (UJl,Ug7 ---»Mm) S O
Yy, ug, ..., Uy, > 0, alors la région
Z = {(Ul,Ug, 7um) S Rmvul S Ml;u2 S M27 cony Upp, S Mm}

est invariante.

1.3 Semi-groupe et générateur infinitésimal

1.3.1 Semi-groupe

Définition 1.6 Soit X un espace de Banach, alors la famille {S(t)},-, est appelée semi-groupe si les
conditions suivantes sont satisfaisantes

a) S(0) = 1.

b) S(t)S(s) = S(t+ s), pour tout tet s >0

Définition 1.7 Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés est dit
(1)Uniformément continu si ””1 |S (t) uw — u|| = 0 dans X, pour tout u € X.
t—0
(17)Fortement continu ou de classe C si lim S(t)u=uVue X.
t—0

(iii)Semi-groupe de contraction s’il est de classe Cy et ||S (t)| < 1.

Théoreme 1.6 Soit {S(t)},, un semi-groupe fortement continu sur X, alors il existe deux constantes
M > 1,w > 0 telles que
IS (I < Me™

pour toutt > 0

1.3.2 Générateur infinitésimal

Définition 1.8 On dit que A : D(A) C X — X est un générateur infinitésimal du semi-groupe
{S(t)}50 st

t—0t

D(A) = {u €X: limw existe} (1.21)

1.3. Semi-groupe et générateur infinitésimal E
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Ay — Jig 2D u—u
t—0+ t

, pour tout u € D (A) (1.22)

Proposition 1.1 Soit S(t) un semi-groupe continu sur X de générateur infinitésimal A, alors

a) A est un opérateur linéaire fermé, de domaine D(A) dense dans X (D(A) est muni de la norme

du graphe.
b) pour uw € D(A), S(t)u € D(A) et
%S (t)u = AS (t)u = S (t) Au, pour toutt > 0

t

¢
c)pouruEX,/S(s)dsED(A)etA /S(s)uds =s(t)u—ugp
0

Preuve. Voir A. Pasy [29, pg. 5]. =

Remarque 1.1 Sur E = RY, Uopérateur A est une matrice de My (R).S(t) = et définit un semi-
groupe. Lexponentielle d’une matrice est définie par une série entiére donc on peut écrire S(t) comme

suit

S(t) _ 6At _ Z (tA)n

n!
n=0

Théoreme 1.7 (de Hille-Yosida)

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur A fermé de domaine dense dans X soit un
générateur d’un semi-groupe fortement continu est qu’il existe w € R tel que :

i) (A — A) 'existe pour tout \ : Re\ > w,

ii)H()\I - A)_kH < (,\i\i)’“k =1,2,... pour Re\ > w.

Preuve. Voir H.Brezis [6,pg.105] . =

Proposition 1.2 Le Laplacien dans R™ est un générateur infinitésimal d’'un semi-groupe fortement

continu dans L*(R") (d’autre choix sont possible, par exemple X = H(Q)).

Preuve. Voir H.Brezis [6]. =

1.4 Notion de I’existence locale et globale

1.4.1 Existence locale et unicité

létude d’existence locale et d’unicité des solutions du probleme des équations aux dérivées par-
tielles est basée sur la théorie d’existence pour des équations différentielles semi linéaire abstraites
(Voir A. Friedman(1] , D. Henry [15] et A. Pazy [31]).

1.4. Notion de I'existence locale et globale [EJ
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Soit (X, ||.]|) un espace de Banach et soit A : D(A)X C X un opérateur linéaire, f : X — X.
Etant donné, u, € X.

Considérons le probleme d’évolution non homogene a valeur initiale :

{%—Au:f,t>0 o

u (0) = ug

Définition 1.9 On dit qu’une fonction u de la variable réelle t > 0 a valeurs dans X est une solution
locale du probléme (I'), s’il existe w définie sur un intervalle maximal [0, T*) qui pour tout t < T*
est l'unique solution de (T') dans C* ([0, T*[, X) .

En particulier; Uune des deux éventualités suivantes a lieu.

)7T* = o0

i)™ < ooet tlir%l* ||lu|| = o0

Remarque 1.2 Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u est globale.

oSi (ii) est satisfaite,on dit que u est une solution explose en temps fini.

Exemple 1.1 Considérons le probléme

du

o =f(u),t>0

u(0) =1

Exemple 1.2 oSi f(u) = u?, la solution du probléme (1.22)est donnée, pour 0 < t < 1, par

u(t) = ﬁ

eL.a solution est donc explose lorsque t s’approche de 1, donc il y a une solution non globale.

eSi f(u) = u, la solution du probléme est donnée par u(t) = €', donc le probléme de Cauchy admet

une solution unique globale.

Théoreme 1.8 On suppose que A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G(t)
dans X. Alors pour tout uy € X et tout f localement lipchitzienne, il existe une fonction u unique
solution du probléme (1.21).

De plus, u est donné par la formule :

Preuve. voir D. Henry [12]. m

1.4. Notion de I'existence locale et globale
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1.4.2 Existence globale

Nous donnons dans ce paragraphe une idée de I’état des connaissances sur l’existence globale
des solutions. Il est bien connu que (voir J. Smoller [32]), pour démontrer 'existence globale des
solutions d’un systéme de réaction-diffusion, il suffit de montrer que les termes de réaction sont
L= (0,7, LP (€2)) pour un certain p > 3.

Théoreme 1.9 (Existence globale par Ueffet régularisant)
Soit le probléeme
up — alAu = f(t,x,u) sur [0,7]x Q
u=0 sur 0,7 x 09 (1.23)
u (0, ) = ug () xz €
Si f(t,w,u) € L*(0,T,LP () pour p > %, oun = dimQ (i.e)
F(t o) € L2 (0,7, 17 (Q)) & sup [If (t,2,u)] gy < +00
0<t<T

<:>E|c>0,/|f(t,:c,u)\pd:c§c,we 0, 7]

Q

alors la solution de Uéquation (1.23) et globale.

Preuve. Voir D. Henry [12] . =

Exemple 1.3 Considérons le systéeme

up — Au = —u®sur [0,7] x Q
u=0 sur [0, T[] x 09 (1.24)
u(0,2) = ug () RSRY

Nous allons étudies Uexistence globale du probleme(1,24).

On multiplie U'équation du probléeme(1,24) par u® et intégre sur §,on obtient

/uo‘ut - /uaAudx = —/uzadx.
Q Q Q

1 d
N +a%/u“+1dx+a/ua_l Vu|*dz <0
Q Q
1 d +1
2wt e <
1—|—adt/u r<0
Q

1.4. Notion de I'existence locale et globale
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u*™ (0, 7) dr < 0o

/uo‘Jrl (t,x)dr <

SE

Q
Ona
/|f\pd:z::/uo‘pdx, p>g
) )
posons
/uo‘pdaj < /u““d:c
) Q
alors

n a+1 2
—<p<——=>n<2+—
2 Q a

alors d’apres théoréme de I'effet régularisant, la solution est globaleenn =1V n = 2.

1.5 Systeme de réaction-diffusion

1.5.1 Introduction

Durant les années récentes, les systémes de réaction-diffusion ont recu un grand traité d’attention,
motivé par leur incident répandu dans des modeles de phénomeénes biologiques et chimiques, et
par la richesse de la structure de leurs ensembles des solutions. Vu les applications nombreuses et
variantes de ces systemes, on donnera les démarches suivies pour modéliser certains problemes
chimiques comme les réactions chimiques oscillantes (Brussélateur). Les individus different d'un
probléme a un autre :

En chimie, par exemple, ils représentent des substances chimiques. En biochimie, ilspeuvent
représenter des molécules. En métallurgie, des atomes. En dynamique des populations, ce sont
des humains. En génétique des populations, ils représentent des caractéres. En biophysique,
des charges électriques ou bien des différences de potentiel. En environnement, ils peuvent
représenter les animaux ou les plantes d’une forét , d'une mer ou bien d’une fleuve...Pour la plus
grande partie de ces problemes, on montre qu’on aboutit a des systemes de réaction-difusion.
Les conditions aux bords seront choisies selon I'origine et la nature du probleme étudié : s’il n'y a
pas d’'immigration des individus a travers la frontiere du domaine sur lequel le probleme est posé,
on choisit les conditions aux bords homogenes de Neumann. S’il n’y a pas d’individus sur la fron-
tiere, on prend les conditions aux bords homogénes de Dirichlet. inconnue ( la solution qu’on
cherche ) est un vecteur dont les composantes sont généralement des fonctions positives : en chi-
mie, par exemple, c’est un vecteur de concentrations chimiques. En biochimie ou en métallurgie,

c’est un vecteur de concentrations en nombres de molécules ou d’atomes respectivement.

1.5. Systéme de réaction-diffusion
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En dynamique des populations et en environnement, c’est un vecteur de densités de populations
humaines, animales ou végétales...
Les conditions initiales sont généralement positives, puisqu’il s’agit de concentrations, densités,

charges électriques ...

Tous ces problemes s’écrivent sous la forme :

ou
5 DAu = f (u) (1.25)

ot u(xz,t) = (uy(z,t), us(x,t), ..., up(z,t))est 'inconnue,

fx, tu(z,t) = (fi (z, t,u(z, b)), ..., fm (2,8, u(x, 1))

est la réaction (généralement non linéaire ) et D(z, ¢, u(z,t)) est une matrice carrée m x m définie
positive et diagonalisable appelée matrice de diffusion.

Les termes de réaction sont le résultat de toute interaction entre les composantes de u.

En chimie u est vecteur de concentrations chimiques et f représente I'effet des réactions chimiques
sur ces concentrations.

Le terme DAu représente les diffusions moléculaires a travers la frontiere de réaction.

En dynamiques des populations, u représente le vecteur de densités des populations et f I'effet
des relations prédateurs-proie des relations de compétitions ou de symbiose.

Le terme DAu représente des mouvements aléatoires d’individus de la population étudiée.

1.5.2 Modélisation

Nous allons donner la démarche suivie pour établir (1.25), d’ailleurs qui est la méme pour tous
les phénomenes cités dans I'introduction, puis nous donnons des exemples.

On consideére une région bornée de R? ou R*(qui peut étre une surface géographique, une cellule
vivante ou des molécules) dans laquelle des réactions se réalisent ( ses réactions peuvent étre une
épidémie, une rumeur ou bien une réaction moléculaire, d’ailleurs la cellule vivante est le siége
de plusieurs réactions chimiques, ainsi que les surfaces géographiques forment les lieux

de miliers de virus et rumeurs circlculant entre les individus des populations...).

Si on note par u;(z, t) la concentration de la i*"“espéce pernant part dans ces réactions, f;(z,t,us(z,t), ...

son taux de formation dans la réaction en question au point x et a I'instant ¢ > 0 et soit J; le flux
de ces espéces a travers la frontiére I' de notre région (2. Considérons un volume V infiniment

petit de la région de frontiére S = 9V .

1.5. Systéme de réaction-diffusion
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La vitesse de formation de la i® espéce dans le volume V est égale a la quantité formée par la

réaction otéé de son flux a travers la surface S, en termes d’équations

ot

v

9 u;(x, t)dr = /fi(x,t,ul(w,t)7...,um(x,t)da:—/Jida (1.26)

s

donc

/ <%—f¢+V.Ji) dr =0, i=1,..,n (1.27)

v

Puisque le volume V est infiniment petit et arbitraire, on en déduit

aui
ot

YT =f, i=1,..n (1.28)

Remarque 1.3 Dans le cas d’une réaction chimique, le terme de réaction f; vient de Uapplication (sur
le pan microscopique) de la loi d’action des masses (ou loi de Gulberg et Waage).D’ailleurs dans le
cas des populations (plan macroscopique ) on applique une loi semblable. Le flux (ou la diffusion)est

donné par la loi de Fick (seconde loi de Fick)

n

j=1
ol
A= <aij)1gi,jgn

est une matrice définie positive appelée matrice de difusion.En substituant (1.29) dans (1.28), on

obtient

8’1]@ -

normalement les a;; sont constants, quoi qu’ils peuvent dépendre de t, x et u. Aussi on va considérer

des termes de réactions dépendant seulement de u, dans ce cas on a

0
a—?—AAu:f(u)

1.5.3 Exemples

En chimie

Peut-étre la plus grande source de problemes intéressants dans ce domaine est la modélisation

des Réactions chimiques multispécifiques.

1.5. Systéme de réaction-diffusion
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Nous considérons ensuite un mécanisme réactionnel général de la forme :

kg
[LlR1+[L2R2—|—...—|—IUTRT k<:>I/1P1+I/2P2—|—...+I/lB (131)

Ou R; et P, représentent les espéces de réactif et de produit, respectivement, et y,, v; sont des
constantes positives pour chaque :. Si nous définissons y;, = [R;] et v; = [P)] et laisser k¢, k,
les taux de réaction directe et inverse (non négatifs) respectivement, nous pouvons modéliser le
processus en appliquant la loi de conservation de la masse Et la seconde loi de Fick (débit) avec
le systéme de réaction-diffusion suivant :

l r
881? = V. (V) = p, (erU;j — kaugj) , 1 =1,..r

j=1 j=1
T

_l
%Uti —V.(arHVUi):l/i ]CfHu;Lj —/{ZTHU;j , 1=1,...,1
Jj=1 j=1

(1.32)

Nous supposons que la réaction se déroule dans un domaine borné 2 de frontiére suffisamment
réguliere OS2

Remarque 1.4 La matrice diagonale D peut dépendre de t,x et u, comme il peut ne pas étre diago-

nale (c’est le cas lorsque la diffusion d’'une espéce affecte le rythme de production des autres).

Par exemple, considérons la réaction réversible suivante apparemment simple,dont laquelle le

dioxyde de soufre réagit avec 'oxygene pour former le trioxyde de soufre :
k
2505 + 05 = 2504 (1.33)

Si nous nous fixons u = [SO,], v = [O:], et w = [SOs], puis cette réaction, dans 'hypothese

d’une action massive cinétique, peut étre modélisée par le systeme de réaction-diffusion :

0

a—Q; —d1Au = 2 (k,,w2 — ky u2v)
0

8—: —dyAv = (/{:Tw2 — ky u2v)
0
3_1;) —dsAw = 2 (kf u?v — krw2)

Avec conditions initiales non négatives L> et conditions aux bords homogenes de Neumann .Ici,
les d; sont les coefficients positifs de diffusion et k; , k, sont respectivement les coefficients positifs
avant et arriere de réaction et nous supposons que la réaction se déroule dans un domaine borné

de frontiere suffisamment réguliére (voir Hollis et Morgan [8]).

1.5. Systéme de réaction-diffusion
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Un modele génétique

On considere une population d’individus “diploides”, c’est-a-dire chez qui I'information génétique
est dédoublée. On suppose qu'un certain gene sur une certaine paire de chromosomes se présente
sous deux formes possibles, ou alleles, que 'on notera a et A.

La population se subdivise alors en individus “homozygotes” de type aa ou AA, et “hétérozy-
gotes” de type aA. Notons p, (¢, ), py(t,x), ps(t, z) la densité d'individus de type aa,aA, AA res-
pectivement, au point x et a l'instant ¢. Supposons que les individus constituant la population
se reproduisent avec un taux r (indépendant du génotype), et se déplacent aléatoirement dans
I'espace suivant un mouvement brownien de constante d (également indépendante du génotype).
On suppose en revanche que les taux de décés 71, 75, 73 des trois populations peuvent légerement

différer. Alors les densités p,, p,, p; sont solution du systéme suivant

% —dAp, = —T1p; + g (p1 + %pg)2 sur (0,400) x
8 T
%2 — dAp,) = —Tapy + 2L (py + %,022) (ps +3ps)  sur (0,+00) x Q
% — dAps = —T3p3 + % (,03 + %Pz) sur (0,+o0) x Q

ou p(t7$) = pl(tv JZ) + pQ(tu l’) + pB(ta I)

En physique nucléaire

Le modeéle décrivant une réaction nucléaire est décrit par le systéme de réaction-difusion

9u — 4, A —b
{ o = hilutuav =) sur (0, +00) x (o)

% = dyAv + cv

avec conditions aux bords homogénes de Newman et conditions initiales positives. On montre
que (voir Pao [42]), pour a > 0,b > 0 et ¢ > 0, la solution du systeme (o) avec conditions aux
bords bien choisies et conditions initiales positives explose en temps fini (cesse d’exister). Cette

réaction est analogue a celle de deux enzymes

ov

v
S = Uy — OU
ot sur (0, +o0) x (0,1)
9t = Vzz T+ 0OV

avec les conditions aux bords
uz (0,t) = ag (v(0,t))
uz (1,¢) =0
v, (0,1) =0
v, (1) = ag (u (0, 1))

et conditions initiales positives. Ce modele a été étudié par Pao [32].

1.5. Systéme de réaction-diffusion
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Existence globale pour les S-R-D a matrice

de diffusion diagonale(m x m)

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1'étude de l'existence globale des solutions d’un systeme de

réaction-diffusion a matrice de diffusion diagonale (m x m)

Considérons le systeme formé de m équations aux dérivées partielles du type réaction-diffusion :

aui
ot
avec les conditions aux bords :

A + (L= N;) Opu; = B, on 092 x {t > 0}

et les conditions initiales :

u;(0,7) = ud(z) sur Q

pour tout 7 =1,..,m.

(i) Pour les conditions aux bords nonhomogenes de Robin, on utilise
O<N<let 5,>20.1=1,..,m.
(ii)Pour les conditions aux bords homogénes de Neumann, on utilise
A =06,=0. 1=1,..,m.
(iii)Pour les conditions aux bord homogenes de Dirichlet, on utilise
1-N=8,=0, i=1,..,m.

17

— Q; AUZ = fl(ul) sur ) x R+, Vi = 1, e,

(2.1)

(2.2)

(2.3)



Chapitre 2. Existence globale pour les S-R-D a matrice de diffusion diagonale(m x m)

(iv)Pour les conditions mélées : conditions homogenes de Dirichlet et conditions nonhomogenes

de Robin, on utilise

Ji=1.m:1- N\=0§=0et0<\;<letf; >20.5j=1,..,maveci#]j

ou {2 est un ouvert borné de R", U = (u)*, et a; sont des constantes positives Vi = 1,....,m, et
pour:i=1,..,m0< )\ <1letB3 >0sontdans C' (90 xR,).

Les conditions initiales sont supposées étre non négatives.

On suppose que :

Les fonctions f; sont contin{iment différentiables sur R pour touti = 1, ...,m, avec

filur. 0,41, ..oy um) >0, pour tout u; >0, i =1,...,m

et vérifient

m—1 m
ZDifi(U>+fm(U) <a <1+ZU¢> (2.4)
=1 i=1
et
m N
()] < Cy (1 +> u) sur (0, c0)™ (2.5)
1=1
pour (', Cssont des fonctions positives et uniformément bornées et définies sur R
Posons
a; + a;
Ai‘ZZ . j, V} ':Zl,nw
J 21 /A Qg bJ m
Soient 6; des constantes positives telles que :
K>0,1=2,...,m (2.6)

Kj = K/ZLK7 = [H 7 =31

k=r—2
Hi = det <(%’j)z’¢l,...7r+1>‘ H (det k)", r=3,..,01-1
J#

1<i,5<l I-1,..r el

-1 k=m—1 , k=l—-1
2 _ 2(pr+1)? 2(pr+2) 2 2
k=1 k=1 k=1
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et

k=l-1 k=m—1

H? = ayv/aza02 H grpi 2 1) H 022" 192 Ay — ApyAy]

On note par det<; < ((aij)i;,él,,,,,TH) le déterminant de la matrice carrée symétrique d’ordre r
jFEI-1,...r
obtenue a partir de (a;;)1<i j<m €nsupprimantles (r+1),(r+2),...ligneetles (r), (r+1),...,({—1)

colomnes. Les élément de cette matrice définit par

a; + a; i1 goit 1?2 pPG-nF+D2 g(0;+2)%  (Pn-1)+2)?
aij = = Jgri L s ) RN L (2.7

2.1 Construction de la fonctionnelle polynomiale

Théoreme 2.1 Supposons que les fonctions f;, i = 1,...,m sont a croissance polynémiale et satisfont
la condition (2.4), Soit (uy(t,.),us(t,.), ..., un(t,.)) une solution positive de (2.1),(2.2) et (2.3), on

introduit la fonctionnelle
= /H (up(t,x), us(t, ), ..., Uy (t, x))dx (2.8)

ol
Pm P2 p
_ Pm—1 P1 pl (m-1)  p1, P2— P14 Pm—Pm—1
H,, (u1,ug, ..., Up,) = g g Com=t L Cpy 0710,y ud g P 2.9)
pPm—1=0  p1=0

pj!

PRIy Alors la fonctionnelle L est uniformément bornée sur
- \Dj i)

avec p,, un entier positif et Ch =
Uintervalle [0, T , T* <Tax-

Lemme 2.1 Soit H,,, le polynéme homogéne défini par (2.9). Alors

pm—1
2
pm 1 P1 (p1+1)2 (p(rnfl)'i_l)
8’ual'm Z Z pm—1"" Cp201 H(mil)
Pm-1=0  p1=0
X ub ulr P P2 P D mPmo oy — g — 1. (2.10)
Vi=2,...m-—1
pm—1

2
_ Pm—1 Pm—1 P1 p1 p(z D ppi+1)2  pPem-1)+1)
Ou, H pm = DPm E E oo—1--Cp 3 C 9 L0.2770; Q(m_l)
Pm—1=0 p1=0

R e “usgm—l)—pm_l. (2.1D

2.1.  Construction de la fonctionnelle polynomiale
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et
pm—1 p
_ pm*l P2 (YP1 pl p2 (m—1)
ounmH,, = p E E Cony . CorCR 01 05% .0,
Pm—1=0 p1=0
T ATk G (2.12)
Preuve. Dérivons H,,  par rapport a u;, nous obtenons
p3 p2 p
— Pm—1 P2 (YP1 P Pz (m—1)
0w Hy,, = E E EpC O G 01105°..0,,7
Pm—1=1  p2=1p1=1
Xupl 1u1272 p1u§3 P2 ufnm_pm—l.
Utilisons le fait que
C£Z+l —pi+1C .+1 1 (A.1)

pour i =1,...,m — 1, on obtient

p3 p2

2
_ CPm-1~ 1 opr2-lopi-l P P2 P(m—1)
Oty = P § B ) e oy e Al I
pm—-1=1  pa=1p1=1

1 _
Xuﬁ’l ,U/ZZ)Z pl,u/gS p2 ugfbm Pm—1

quand on change dans les sommes les indices p; — 1 par p; pour tout i = 1,...,m — 1, on déduit
(2.10).

Pour la formule (2.11) et (2.12) dérivons H,,, par rapport a u;, Vi = 2,...,m, donne

Pit1 5 p2
— Pm—1 Pi—1 p1 HP1 (m—1)
OuH,, = § D § (pi — Pia) OB Ol L O g
Pm—1=1 pi=1 p1=0
i—pi—1—1 —Dm—
Xuplug2 pl.“uf Pi—1 ,U}r)nm Pm—1
prenons €n compte
05:71 = C’]I;:—pi—l’ bi—1 = Oa oy Pi — Let bi = ]-7 -y Pit1 (AZ)

utilisons (A.1) et changeons l'indice p; — 1 par p;, Vi = 1,...,,m — 1, on obtient (2.11) et (2.12)

Lemme 2.2 Les dérivées partielles secondes de H,,, sont données par

Pm—2 p3 P2

_ o (P1+2)?  [Pen-1)12)?
OiHy, = Pulom—1) D, D D Ot O™ o0y

Pm—1=0  p2=0p1=0
><u11)1u1272_p1.”u%7n_2)_pm—1 (2.13)

2.1.  Construction de la fonctionnelle polynomiale
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Pm—2
m p2 p2 p?7 z+2 (p'm +2)
au?Hpm = Z Zczl))n—l 0521911922"'91'*119? : (9("5 1)1)
Pm—1= 0 pP1= =0
)l P ggm—2)—pm47 (2.19)
V2<i<j<m:
pm72 2 2 ( +2)
8uinHpm = Z Z gm—a 011;210]1310?:_11051)1—’_1) 0(p] 1+1 0(pj+2 QZ(LW]-)I)
pm—-1=0  p1=0
X'U,?l 152 pl . %m*2)*pm—1_ (2.15)
finalement
Pm—2
m pm
O Hy, = pulpm—1) > - chmj Ner AN
Pm—1=0  p1=0
)l Pt P =) Pm (2.16)

Preuve. Dérivons 0,, H,,, , donnée par la formule (2.10) par rapport a u, on obtient

pm—1
m— +1)2 (Pan—1)+1)?
au% pm  — DPm Z Zpl 5,,1711 Cm@pl ‘9(% 1)1)

Pm—1=1 p1=1

1 _ _
Xui' " ub? pl...uﬁ,’;m“) Pm—1

Utilisons (A.1), et quand on change les indices p; — 1 par p;, Vi =1,...m — 1:

Pi+1

Oty = pn 3 w3 (0= p)CT

Pm—-1=1  p1=0

9101 ep(z 1)0 pz+1 e(p(mfl)+1)2

(m—1)
P1,,P2—P1 pi—pi—1—1 (Pm—1)—pm—1
X U7 Usg U e U™ T

Utilisons (A.2) et (A.1), on obtient (2.15).

Dérivons 0,,H,,, donnée par la formule (2.11) par rapport a u;, on obtient

pm—1 Pi+1 Pj+1

OujuiHp,, = 0u;(0uHp,) = Pm Z Z Z Z — pj-1) pm 1 '055_1---055_1---055

Pm—1=1 pi=1 p]—l p1=0
Pl g7 geitD? (-t
SN s s

p1, p2—p1  , Pji—Pj-1—1  pi—pi—1 (Pm—1)—pPm—1
XUy Us U LA U ,

2.1.  Construction de la fonctionnelle polynomiale
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Vi=2..,m—1.

En appliquant successivement (A.2), (A.1) et (A.2) une deuxiéme fois, nous en déduisons (2.16).
Finalement, en dérivons 0,,, H,, par rapport a u,,, et appliquons successivement (A.2), (A.1) et
(A.2) une deuxiéme fois, on deduit (2.17).

Lemme 2.3 Soit A une matrice carrée symétrique d’'ordre m définie par A = (a;;)1<i j<m, alors on

obtient cette propriété

k=m—2

= det m. (det )27 m > 2

1}_[1 (2.17)
K2 = det 2,
ou
K = KZLKEY — (HEDY 1=3,..m, (2.17a)
k=1—2
H. = det ((aij)#m ,,,,, m) (det k)27, 1=3,..,m—1, (2.17b)
1<7,5<m jAm—1,..1 el

Kgl = 0110mm — (alm)27 (217C)
H?, = ai1a2; — G12a1m, (2.17d)

Preuve. On démontre ce lemme par récurrence. m
sim=2,..,K2 = det2.
si m = 3, En utilisant la condensation de Dodgson bien connue qui a été modifiéé [21| sur la matrice

symétrique d’ordre 3

det 1det 3 = det 2 1§di,ejt§3 [(az,J);§%‘| — |:1<dz§t§3 {(az,j);ig}} (A.3)
sinon
det 2 = K3, 1§d§jt§3 {(au);g] = anags — (a13)* = K3
et

2
det | (aij)izs| = a1103 — arpa13 = Hy.
1<i,j<3 2

La formule (A.3) sera
det 1det3 = K2.K2 — [H2]”

Ainsi, en utilisant la formule (2.17a), la formule (2.17) sera vérifiée pour m = 3.
Lorsque m > 4, on suppose que la formule (2.17) est vraie pour m — 1,m — 2,m — 3, ..., 4 et nous le

prouvons pour m.

2.1.  Construction de la fonctionnelle polynomiale
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Il suffit de prouver que :

3

[T (det k)™,

1<i,j<3
k=1

K:;_l = det {(ai’j)#ml} .
j#m—1
En mettant | = m — 1 dans la formule (2.17b), on obtient

-3
H™ ' = det [(%) it } T (det )2

1< ij<3 s
= gFm=1l

A partir de la preuve par récurrence, on a :

m—3
K= = det(m — 1). [ ] (det k)*™ .
k=1

En mettant | = m dans la formule (2.17a), on obtient

K= KD Kmet (gt

= Bm—1)-Him

En remplagant (A.4), (A.5) et (A.6) dans (A.7), on obtient

m—3
Kno= J](detk)*™ " det(m — 2).det m
k=1

m—2

= detm. [ ] (detk)
k=1

9(m—k—2)

et donc la formule (2.17) et vrai pour m . =

Preuve. [ du théoréme (2.1)] Dérivons L(t) par rapport a t, on obtient m

') = / 0,H, dz
Q
Q =1
= /Z@uinm(aiAui—irfi)da:
i=1

Q
= /ZaiauinmAuidx—I—/Z@ui]:lpmfidx
‘ o i=1

Q =1
= I+J

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A.7)

(2.18)

2.1.  Construction de la fonctionnelle polynomiale
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1= /ZaﬁuinmAuidm

Q =1

Q =1
En appliquant la formule de Green a la premiére intégrale, on obtient [ = I; + I, ou

Il :/Zaiauinmanuids
o0 =1

a; + a;
12 = —/ |:<< 5 Jaujuinm)lgi,jSm) T:| Tdx
Q

Vpr=0,...,p2,02 =0, ..., p3, e, D1 =0, e, Dy — 2 €t T = (Vuy, Vg, ..., Vi, )"

Appliquant les lemmes 1 et 2, on obtient

a; + a;
(== OuuiHp, 1<ijem = (2.19)
Pm—2 p2
Pr(pm = 1) Y Y Cproh..O <(aij)1§i,j§m> uf g P DT
Pm-1=0  p1=0
ou (aj),.,,.,, et un matrice défini sur (2.7).

On démontre qu’il existe une constante positive Cjindépendant de ¢ € [0, T,.«| telle que
I, < Cy pour tout t € [0, Trnax| (2.20)

et cela
I, <0 (2.21)

pour certaines conditions aux bords :
(i)Sii=1,....m:0< )\ <1, utilisant la condition aux bords (2.2) on obtient

I, = / ZaianHpm (v, — ayuy) ds,
092 =1

A .
Ol = ——etny, = 21 =12 . m.
ATV A mn

puisque H(U) = >_ ;0. Hp,, (v, — asu;) = P, 1(U) — Q,(U), ou P,_; et ), sont des polynomes
=1
avec des coefficients positifs et de degré n — 1 et n respectivement et puisque la solution est

positive, alors
limsup H{U) = —o0 (2.22)

(Jut|+|uz|+.. .4 |um]) —o00

2.1.  Construction de la fonctionnelle polynomiale
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ce qui prouve que H est uniformément bornée sur R’ et par conséquent (2.20)

(i) SiVi=1,...,m: X\ =0, then I; = 0on [0, Tr,ax|.

(iii) Le cas de la condition homogéne de Dirichlet est trivial, puisque dans ce cas la positivité de
la solution sur [0, Thax[x 2 implique 0,u; < 0, Vi = 1,..,m, sur [0, Tiax[x 0. Par conséquent on
obtient encore (2.20) avec C, = 0.

(iv) Si un ou deux ou trois- - - (m-1) de composants de la solution satisfont aux conditions aux
bords sont homogenes de Dirichlet et d’autres sont nonhomogenes de Robin, par exemple, u; =
0, N+ (1= X)Opu; = B; pour i = 2,..,m, sur(0, Tiax[x0Q ,avec0 < \; < 1,5, > 0pouri=2,.,m
.Alors, suivant le méme raisonnement nous obtenons

limsup H (0, ug, ..., Uy) = —00 (2.23)
(Juz|+...+|um|)—o0

Puis (2.20)
Maintenant, nous prouvons(2.21).
(@ij) <. ., €St une matrice définie sur (2.7).
Les formes quadratiques (par rapport a Vu;, ¢ = 1, ...,m) associées aux matrices (a;;)1<ij<m, P1 =
0,...;p2,p2=0,...,p3, .., Pm_1 = 0, ..., p,y, — 2 sont positives puisque leurs déterminants principaux
det 1, det 2, ..., det m sont également positifs. Pour voir cela, nous avons les éléments suivants :
(*) detl1 = alé’gp1+22)6’§p2+2)2...HEZTI)”HP >0 pour pr =0,...,p2,02 =0, ..., p3..0m-1 =0, ..., Pr_a.
(**)Selon le lemme 3, on obtient

m—1
det2 = K3 = ayao; ™" T 677" [0 - 42%,]
k=2
en utilisent (2.6) pour | = 2 on obtient
det 2 > 0.

(***) Selon le lemme 3, on obtient

K3 = det3det 1

mais det 1 > 0, donc sign(K3) = sign(det 3)
En utilisent (2.6) tq [ = 3 on obtient
det3 >0

(****) On suppose detk > 0,k =1,2,...,] — 1 et prouver det ! > 0
-2

deth >0,k =1,2..(1-1) = [[detk)* "~ >0 (*)
k=1

2.1.  Construction de la fonctionnelle polynomiale
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-2

par lemme 3 K| = det I ] [ (det k)** ™ et par (), on obtient sign(K]) = sign(det ) tq K} > 0,
k=1

par (2.6),on a det! > 0.on obtient I, < 0. m

Maintenant on montre que J est bornée (2.18)
Concernant le terme .J, nous substituons les expressions des dérivées partielles données par le

lemme (2.1) dans la deuxieme intégrale, on obtient :

pm—1
o Pm—1 p1 p1 p2 —P1 o Pm—l=pm—1
J = / E : E :Cpm -Gy )

Q Pm—1=0 p1=0

m—1 m—1 1 —
(H@pﬁl f1+zj1—[9§i H@(pﬁl £+ Heplfm)
7j=2 k=1

=1 =7

pm—1 b2
_ Pm—1 P1 pl p2 pl Pm—1—pPm—1
= e S S e
Q

Pm—1=0 p1=0

m—1 Jj—1 m—1

(pi+1)? Py (pi+1)?
gip m—1 H ekk H 91 m—1

D2
Pm—1 p1 p1 p2 —Pr Pm—1—pm—1
/ [pm . E Cpr=y...C}) ~ubr ]
Q

Pm-1=0  p1=0
e(pﬁ—l m—1
X (H At fj+fm> Hﬁp’dx
7j=2

m—1 (p1+1)

=1 = z

Utilisons la condition (2.4), il résulte que :

pm—1 p2 m
J < 05/ LZ LY CE O Tl <1+Zui>] dx

Q m—1=0  p1=0 i=1

Pour prouver que la fonctionnelle L est uniformément bornée sur l'intervalle[0,7*], on écrit
d’abord :

Pm—1

m
z : § : Dm—1 1 m P2—p1 Pm—1=—Dm—1 § .
pm—1° U U’m " <1+ ul)

=1

Pm—1=0 p1=0

= Rpm (U) + Spm_l (U)

OuR,, (U)etsS,, _1(U) sontdeux polyn6mes homogenes de degré p,, et p, _;, respectivement.

m

2.1.  Construction de la fonctionnelle polynomiale



Chapitre 2. Existence globale pour les S-R-D a matrice de diffusion diagonale(m x m)

Tout d’abord, puisque les polynomes H,, et R, sont tous de degré p,,, il existe un Constante

positive Cy telle que

/ R, (U)dz < Cp / H, (U)dz (2.24)
Q

Q

Puis en appliquant I'inégalité de Holder a I'intégrale / Spm—1 (U) dz pour le majorer, on obtient

Q
/ S, L (U)dz = / 1.8, 1 (U)dz
Q Q
< /1dx /(5,,m1 ()75 da
Q Q

Pour tout uq, ug, ..., Um_1 > 0 €t uy, > 0,

(Spm,1 (U))P:ilﬂll _ (Spmfl ('Tla T2y ey Tm—1, 1));051”11
Hpm (U) Hpm (l'hl'g,...,l'm,l,l)

ouVie[1,2,..,m—1]:z; = -4

Ui+1

Y

Pm

(Spm—l (Ilu L2y eeey Tym—1, ]_))Pm—l

li <
371—13-100 Hpm (ﬂ}‘l,ZL’Q,...,Im,171> oo
Alors il existe une constante positive C; telle que
(Sprn—1 (0)) 7T

< Y pour tout uy, Ug, ..., Upy—1, Uy > 0. (2.25)

Hpm (U)
Alors

(S (U)) 75T < CrHy,,, (U)

Par conséquent, la fonctionnelle L satisfait I'inégalité différentielle :

Pm

L'(t) < GsL () + CoLim—T (1) ,

Cs, Cy deux constantes positives, posons
Z = Lim
On obtient :
pmZ' < CsZ + Cy

La solution de cette inégalité différentielle est majorée par la formule
Co\ o Cy
)< (Z20)+ = |en — =
0= (z0+G) -G
Ainsi, la fonctionnelle L est uniformément bornée sur l'intervalle [0, 7*], ce qui termine la preuve
du théoréme (2.1).

2.1.  Construction de la fonctionnelle polynomiale
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2.2 Existence globale

Théoreme 2.2 Sous les hypothéses du théoréme (2.1), toutes les solutions du systéme (2.1)- (2.3)

avec les conditions initiales positives dans L> (§2) sont dans L* (0,7, LP (S2)) Pour certains p > 1.

Preuve. Supposons d’abord p € N*, il est évident que :

/(iuZ (t,x)) de < L(t) sur [0,77]

et comme L(t) est bornée, alors il existe une constante C telle que

/(iul (t,x)) dx < Cp sur [0,T7]
o \i=1

ce qui implique u; (t,x) € L™ (0,7*, L? (2)) Pour certainsp > 1. m

Proposition 2.1 Sous les hypothéses du théoréme (2.1)et la condition (2.5) toutes Les solutions du

systéeme (2.1) - (2.3) avec des données initiales positives dans L (2) sont globales pour certains p >

Ny
7

Preuve. Soit p > %d’aprés (Théoréme (2.2)) il existe une constante C; telle que

m Np
/ (Z w; (t,x) + 1> dx < Cpp sur [0, Tax| (2.26)
o \i=1
et grace a la condition (2.3), il s’ensuit que
/|f1 (u;)[” dv < Chg
Q

par conséquent
fi(uy (8,.) ug (t,.) oy U (t,.)) € L= (0, T, LP (2))
De facon analogue, utilisant les formules (2.3),(2.4) et ((2.26)), on obtient

Frlun (6,2 stz (8,2 s ooyt (6,)) s ooy o (1 (8, i (£,) 4 ooy (£,.)) € L (0, T%, LP ()

D’autre part, d’apres (2,3) on a
m P
11 ()T 2 (D oo | f (D)|F < Cra (U) (Zui (t, ) + 1) sur [0, Tuax[xQ (2.27)
=1

Comme uy, uy, ..., U, sont dans L> (0,7*, L7 () et & > % alors la solution du systeme (2.1)

vérifiant les conditions initiales (2.3) et aux limites (2.2), existe globalement. m

2.2. Existence globale
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2.3 Exemple

Nous examinerons un exemple particulier de modele biochimique .
Pour illustrer 'applicabilité du corollaire(2.1) et de la proposition (2.1), nous supposons que toutes
les réactions ont lieu dans un domaine borné avec une frontiere lisse 0

Commencons par la réaction suivante :

k1 k k
Uy + Uy = Us, Uy + Uy = Us, Uy + Ug = Uy (2.28)
ko ks ke

Cela conduit au systeme de réaction-diffusion a six composants :

0

% —aAuy = —kjujus — ksugug + kaus + kyus.
0

% —asAuy = —kiujus — ksusug + kousz + kguy.
0

% —a3Auz = kjujug + ksugug — kous — kety. (2.29)
0

0

% —asAus = kzuiug — ksugug — kaus + keka.
0

% — CL6AU6 = —k5U2U6 + k6k4'

Dans le cas particulier k5 = kg = 0, Uy, Uy, Us, Uy, Us peuvent représenter ’hémoglobine Hb,
O, HbO,, CO4 et HbC'O4. Hollis [16] établit une existence globale a condition que
1) us satisfait le méme type de conditions aux limites que u; ou us

2)us satisfait le méme type de condition aux limites que u; ou uy.

Proposition 2.2 [es solutions du systeme (2.29) avec conditions initiales uniformement bornées non-

négative et les conditions aux bords (2.2), existent globalement.

Preuve. La condition (2.5) est satifaite pour les six équations de systéme en choisissant D3 < Ds

et 0 < Ds — Dy < Dy : Alors le théoréme (2.1) implique que u;, us,us, uy, Us et ug sont dans
L>=(0,T, LY (Q)) pourtous N > 1.
Alors (2.29) existent globalement. m

2.3. Exemple



Chapitre 3

Existence globale pour les S-R-D a matrice

de diffusion pleine m x m

Nous nous intéresserons dans ce chapitre I'existence globale des solutions d’'un systéme de réac-

tion diffusion a matrice de diffusion pleine sous la forme suivante :

811,@'
ot
Avec les conditions aux bords :

— AAu; = fi(uy, ..., Up) dans R" xQ (3.1

Mg + (1= )3 L=, dans R x 0% (3.2)
n
et les conditions initiales :
u; (0, 7) = ul () dans €2 (3.3)

(7) Pour les conditions aux bords nonhomogenes de Robin, on utilise
O<A<l,etf, e Ri=1,..,m.
(#7) Pour les conditions aux bords homogénes de Neumann, on utilise
A=03,=0, i=1,..,m.
(77i) Pour les conditions aux bord homogénes de Dirichlet, on utilise
1-A=8,=0, i=1,.,m
Ou € est un domaine borné ouvert de classe C* dans R", avec 0f) et 83 désigne la dérivée normale

vers l'extérieur sur 02, { A = (a;;); j=1,.m} est la matrice de diffusion

a Sii=j

A= Qii)ii=1...m avec a;; =
(])]177 J {bSii;«éj

30
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a, b sont des constantes positives satisfaisant la condition a® — b* > 0 qui reflete la parabolicité du
systeme et implique en méme temps que la matrice de diffusion A est définie positive, C’est-a-dire
que les valeurs propres sont positives.

Les données initiales sont supposées étre non negatives et dans la région suivante :

ugauga'“aug]—l Zutl) /62a637"'76m71 Zﬁl
> ={(u} u3,..,ul)) € R*: et quand et
u +uy+---+u) >0 Br+By+-+B,20
Nous supposons que les termes de la réaction fi, f5,..., f, sont continiment différentiables,

polynomialement bornés sur » | satisfaisant

;

—f1 (Wig1, Ug, Us y ooy W) + fi1 (Wi1, Ua, Us, ooy Upy) > 0, (3.4)

(fit+t fon) (= (2 + o+ um)  ug,uz, - Um) >0

et vérifient

m—1 m
Z D; filur, ug, -+ Um) + frn(ur, ug, -+ um) < Cy <1 + Zaiui) (3.5)
i1 —

=1
pour tout u; > 0,7 = 1,2,...,m, et C est la fonction positive et uniformément bornée définie sur
R
Le systeme (3.1) peut étre réécrit comme suit :

U1 a b ... b Au1 fl(ul,...7um)
u b oo Au ULy -y Uy
9 2| @ > = Ja(n ) dans R™ x Q
at . b . .
Um, b b a Aum fm (ulv ; U/m)
A

A = (a;;); j=1,.,m est la matrice de diffusion

a ifi=j
A= (@ij>i‘j:1,..,m avec a;; = {
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3.1 Construction d’une région invariante :

Lexistence locale et l'unicité des solutions au probléme de la valeur initiale (3,1), (3,5) a partir
de la théorie de I'existence de base pour les équations différentielles semi-linéaires abstraites.
Les solutions sont classiques sur [0, 7pax|

Dans ce section, notre objectif est de prouver que la région ) _ citée au-dessus est invariante.

Introduisons le systéme diagonal :

(
Vi=1,...,m,

agUi — dlAUZ = E(Ul, ceny Um) sur [O,T[XQ

Avec les conditions aux bords

ai% + (1 — OéZ)U,L = 61 sur [O,T[x@Q
n

Et les donnée initiales
U:(0,.) = UY, sur

Ou F; : R™ — R sont des fonctions C! de (U, ...,U,,) et pour tout i = 1,...,m; d; > 0, o; € [0, 1],

B; > 0. Supposons que les fonctions (F;),_, , sont quasi-positives, ce qui signifie que

.....

YU, Us, .o, Uy > 0, F1(0,Us..., Up), Fo(Uy,0,Us, ooy Up),s ooy o (Ury ooy Upp_1,0) > 0

Lemme 3.1 Si les fonctions (F;),_, . sont quasi-positives, alors

U (2),...,U% (2) > 0= U, (t,2),...,Upn (t,2) > 0 pour tout t € [0, T

Preuve. Voire D.Henry[15,pg.13] =

Proposition 3.1 Supposons que les fonctions fi, ..., f., pointe dans la région ) sur 0, sous (3.4)

la région est invariante

Preuve. Le systeme (3.1), (3.2),(3.3) peut recopier sous la forme matricielle

Uq a b ... b Aul fl(ul,...,um)
u b I Au ULy vy U,
9 2| a S fal ) dans Rt x Q
ot : Do )
U, b ... b a Aty fm(ug, ..oty
A

La matrice de diffusion A est pleine

Am =a+ (m—1)b

3.1. Construction d'une région invariante :
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sont les valeur propre de A, et

—1 —1 —1
0
0 1 0
V1 = , Vg = gy Ump—1 =
: . 0
0 0 1

sont les vecteurs propres de la matrice A* (A* = A) associés a la valeur propre multiple \; = a —b

et

Um —

1

v = (1,1,...,1)" le vecteur propre associé a la valeur propre \,, = a + (m — 1)b.

On va transformer le systéeme (3.1), (3.2), (3.3) a un systeme dont la matrice de diffusion est
diagonale, pour cela

En multipliant les équations (3.1) du systeme de réaction diffusion donné par les coordonnées vy,

va, ..., Uy, Tespectivement, et en additionnant les équations résultantes, on obtient. m

(

Vi=1,...m—1
oU;
5% (a —b) AU; = Fi(U,...,Up) dans ]0,7*[ x Q, (3.6)
et
ou,,
7 - (a+(m— 1)b)AUm :Fm(Ula~-->Um)
\
Avec les conditions aux limites
oU; . .
)\Ui+(1—)\)a =p; dans |0, 7*[ x 09, eti=1,...,m, 3.7)
n
Et les conditions initiales
Ui(0,7) = U () dans Q, eti=1,...,m, (3.8)

3.1. Construction d'une région invariante :
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ou

Uz(t, {E) = (—Ul + ui+1) (t, I) (39)
et
[ Un(t,2) = (u1 +uz +uz + ... + un) (¢, 2)

pour tout (¢, x) sur |0, 77*[ x Q,et

(

Vi=1,...m—1,

Fi(Ul, ey Um) = (-fl + fi+1) (u2, Ug, U3, .., um) (310)
et

Fo(Uy,....Up) = (fi+ fot -+ fon) (U2, u2, us, .., U,

p

\

p; = —B1+ B
et

L Pm=D01+B2+ ...+ 06,

Pour prouver que (u;) reste dans 3, il suffit de prouver que la région

Y ={U;>0,U,>0,..,U, >0} =Rt x R" x ... x RT,

est un invariant pour le systéme (3.6).

Etant donné que, a partir de (3.4) nous avons Fi(0,Us, Us, ...,Uy,) >0

il suffit d’étre (—f1 + f2) (ug, ug, us, .., uy,) > 0, pour tout Us, ..., U,, > 0 et tout us, us, .., U, > 0,
alors U (t,x) > 0 pour tout (¢, x) dans |0, T*[x (2, , grace a la méthode de la région invariante (voir
Smoller [34]), et parce que F5(Uy,0,Us, ..., Uy,) > 0 il suffit (—f1 + f3) (ug, ug, us, .., uy,) > 0, pour
tout Uy, Us, ...,U,, > 0 et tout ug, us, .., u,, > 0, alors Us(t,z) > 0,et successivement nous avons
au dernier F,,(Uy,Us,,...,U,_1,0) > 0 1l suffit d’étre (f; + fo+ ... + fin) (u2, ug, usz, .., uy) > 0,
pour tout Uy, Uy, Us, ..., Uy, -1 > 0 et tout ug, us, .., u,, > 0, alors U,,(t,x) > 0 pour tout (¢, x) dans

10, 7*[ x Q, alors > est une région invariante pour le systéeme (3.1).

3.2 Existence globale

Comme le déterminant du systeme algébrique linéaire (3.9) par rapport aux variables uy, us, . . . , uy,

est différent de zéro, alors pour prouver I'existence globale des solutions du probleme (3,1)-

3.2. Existence globale
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(3,5)(dépend de u; dont la matrice de diffusion est pleine),il suffit de le prouver pour le systéme
(3,6) - (3,7) - (3,8)(dépend de U; dont la matrice de diffusion est diagonale).

D’apres (Théoreme de l'effet régularisant), pour démontrer 'existence globale des solution d'un
systeme de réaction diffusion, il suffit de monter que les termes de réactions sont dans L> (0, T, L? (Q2))
pour un certain p > g (¢ — & — d) il suffit de déduire une estimation uniforme de || (U1, Uy, . .., Uy,
M E2 (U, Uy Uy s oo [[F2(Us, Us, - Ui ||, sur [0, 7] pour p > g (n = dim ).

La méthode suivie pour appliquer ce théoréme, est basée sur la construction d’'une fonctionnelle

de lyapunov

7

. pour tout 4,j = 1,...,m. Soient §; ,i = 1,...,m — 1 des constantes positives

Soient A;; = ——=
S NOWY
telles que
K} > 0; [=2,...m (3.11)
ou ,
(K] =K~} .K]7'—[H']", r=3,.,1
k=r—2
H] =a det <(aij)i¢l ,,,,, T+1) : (det K)2r=+=2) p =3 . 1—1,
1<i,j<i JAI-1,..r k=1
-1 )
K2 =M\ k[[le Pit2)? H §2Pt2) [H 07 — A%l] :
\ positi\; value
et

-1
H} = )\1\/)\2)\19%(1’1“)2 I (9,?”2) (et 1)? H g, 2pit+2)? [921421 — A12A11]
k=2

On note par ) getq ((aij)#l 77777 r+1 | le déterminant de la matrice carrée symétrique d’ordre r obte-
bIS JE=L.r

nue a partir de (a;j)1<; j<m En enlevantle (r + 1), (r +2), ..., [ lignesetles r, (r + 1), ..., (I-1)

eme colonnes. Les éléments de la matrice sont

Mgt g g plrgt1)” g0 () (3.12)
( . .

Q5 = B (i—1) Jj— (m—1)

Theoremel : Soit (U (t,.),Ua(t,.), ..., Un(t,.)) étre une solution positive de (3.6) — (3.7) — (3.8),

on introduit la fonctionnelle

m— p P2 p%mf)
- [ 38 Sy
_O |21

fol U§2 PLUPm Pt g (3.13)

3.2. Existence globale
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m 2
H, (U, U= > .Y cmrone. ep“" JUP US> P U (3.14)

Pl
Avec étant un entier positifet O = — 72~
P P "~ PP - P)

Alors, la fonction L est uniformément bornée sur l'intervalle [0, 7%], T < Tax-

Lemme 3.2 Soit Hp, le polynéme homogéne défini par (3.14). Alors

Pm— 1 2
_ o (P12 p(Plm—1)+1)
O Hp, = pm Y. - Z (TN &1/ R i (3.15)
Pim-1)=0  p1=0
% U{)I U52*p1 U§3*p2 ] “U(mel)fpm,l

pourtout 1 =2,...m—1,

pm—1 2
P2
duHp, = Pu Y. - Z e 1..ei_“;”egp“f..9((”1:@1;”“) (3.16)
P(m-1)=0  p1=0
% Ufl ngﬁm Ugsfpz “U(mel)meq

m

et

pm—1
O, Hp, = pm >, - Z ChmtLL.omop” oL? -0, n(;” D (3.17)
P(m—-1)=0  p1=0
% Ufl Ué)z—m U§73—p2 “_U(mel)*Pm—l

Lemme 3.3 Les dérivées partielles secondes de Hp, sont données par

Pm—2 2
aUlePm = Z Z OPm- 1 C«p1 P1+2)2 "'0((7]7:(11131)+2) (3.18)
P(m-1) p1= 0

XU{HUZPQ p1U§J3 p2~-~U7$sz_2) Pp1

Y

pourtout 1 =2,..m—1,

Pm—2
Ou2Hp, = ) > chg_l crgrT g, ¢ “ Do) (3.19)

Pim-1)=0  p1=0

X...Q(P(m 1)+2) UplUpz plUp3 —p2 U(Pm—Q)—Pm_1

(m—1) “m )
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pourtout <1< j<m:

p7n_2 b2
m— P? P2i— P 2 Pi_141)2 ,(P;+2)2

Qv Hp, = Pulpm—1) > Y Oy Cnoyt 0,700 g9l (3.20)

P(m-1)=0 p1=0

2
Xegf;(fl_)l)+2) U]I-nUgQiplU§37p2__.U7(an72)7Pm71
et
pm_2 2 2 P2 P2

Oz Hp, = pmpm—1) > .Y Chroy CROM 6,20, (3.21)

P(m—1)=0  p1=0

P177P2—P17T7P3—DP2 (Pm—2)—Pm—1
xU Uy* " U3 72U, "

Lemme 3.4 Soit A une matrice carrée symétrique d’ordre m définie par A = (a;;)1<; i<m , alors on
_— VR TN

obtient cette propriété

k=m—2
K™ =detm. [[ (detK)2m=%=2_  m >2
k=1 (3.22)
K2 = det 2,
ou
Kl = K7V K — (HEY?, 1=3,..,m, (3.22a)
k=12
H' = det ((aij)#m ,,,,, ,H) CJI (et K)XEF=2 0 1 =3 m—1, (3.22b)
1<i,j<i j#m—1,...]l k=1
Kfn = A11Qmm — (alm)27 (322C)
Hzn = Q1109 — A12A1m,- (322(:1)

Preuve de théoremel : dérivons L par rapport a ¢, on obtient

L (t) = /atHPmdiU
Q
U, U,
— Hp, — + ... Hp —2
/S;aUl Pm at + +8Um Pm at
— / > " 0u,Hp, (NAU; + Fy)dx
Q=

= / > Ny, Hp, AUdz + / Oy, Hp, Fidx (3.23)
Qi Q

= I+J
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I = / > Nidv, Hp, AUsdz
Q=1

J = / O, H, Fidz
Q

En utilisant la formule de Green , on obtient / = I, + I; ou

]1 = / Z)\iﬁUalmﬁ UdO' (324)
o
= — / (“Z U gy 0 H ) T| Tdz (3.25)
Q 2 1<i,j<m
pour p; =0,...,p2; p2 =0, ..., P3; weuee i Pm1=0,....,pm —2etT = (VU, VU, ..., VU,)".

Appliquant les lemmes 1 et 2, on obtient

pm_2

a; + a; m—1
( janUiHPm) = Pm(pm — Z chm 2:+ azj)lgi,jgm) (3.26)

2 y
I<i,j<m Pim—-1)= =0 p1=0

« Ufl U§2 —p1 U§)3*p2 MUT(an*2)*Pm71

Lorsque (a;;)1<i j<m €st une matrice définie dans la formule (3.12).

Nous démontrons qu’il existe une constante positive C; indépendante de ¢ € [0, T .| telle que
I, < Cy pour tout t € [0, Trnax| (3.27)

et cela
I, <0 (3.28)

pour certaines conditions aux bords. :

(i) Si0 < X\ < 1, utilisant les conditions aux limites (3.2) on obtient

/ Z)‘OUHPm( 1—04U¢>d0’,
1o}

Qzl

Pi .
ety, = ,1=1,2,...,
LA I

m. Puisque K (Uy,Us, ...,Up) = > N0y, Hp,, (7, — aU;) =
=1
P, 1(Uy,....;Up) — Qu(Un,...,Uy,) , ou P, et @, Sont des polynémes a coefficients positifs et des

ou o =
1

degrés (n — 1) et n respectivement et puisque la solution est positive, alors

limsup K (U3, Uy, ..., Up) = —0 (3.29)

(1U1[+]Uz[+-..+|Unm[)—00
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Qui prouve que K est uniformément bornée sur R et par conséquent (3.22)

(i) Si A =0, alors I; = 0 sur [0, Thyax|.

(iii) Le cas de la condition homogéne de Dirichlet est trivial, puisque dans ce cas la positivité de
la solution sur [0, Ti,.x[*x €2 implique 0,U; < 0, Vi = 1,..,m, sur [0, Tax[x0S2. Par conséquent on
obtient encore (3.22) avec Cy, = 0.

(iv) Si quelques conditions aux bords sont homogenes de Dirichlet et d’autres sont nonhomogenes
de Robin, par exemple U; = 0, \U; + (1 — \)0,U; = 3, pour i = 2,..,m, alors le suivant le méme
raisonnement que ci-dessus nous obtenons

limsup K (0,Uy, ...,U,,) = —00 (3.30)
(U2 44| Unn ) —o0

Puis (3.24)
Maintenant nous prouvons (3.25).

(aij)1<ij<mest une matrice définie dans la formule (3.12).

Les formes quadratiques (par rapport a VU, , i = 1,..,m) associées aux matrices (a;;)1<i j<m,
P =0,..P;P =0,..,P; ..,P, . = 0,.., P, — 2 sont positives puisque leur déterminant
principal det 1,det 2, ...,det m sont également positifs. Pour voir cela, nous avons les éléments

suivants :
P +2)2

SN A
Pey e P = 0,..,.P —2

m—1 m

>OPOUI'P1:0,...,P2;P2:0,...,P3;

(xx)Selon le lemme 3, on obtient
g m—1 2
daQZngMMﬁ@“)ggﬁ@“>W}nﬁg,
En utilisant (3.11) pour [ = 2 on obtient det 2 > 0.

(x * *)Toujours selon le lemme 3, nous avons
K3 = det3det 1,

Mais det 1 > 0, donc sign(K3) = sign(det 3).
En utilisant (3.11) pour [ = 3 on obtient det 3 > 0.
(* % *%)On suppose que det k > 0,k =1,...,1 — 1 et prouve que det/ > 0

k=l—2 -
deth>0,k=1,.,0—1= ] (detk)* 7 >0 *)
k=1
5 : k=2 o(t—k~2) , : . :
A partir du lemme 3, K! = detl. [] (detk) , et de (*), on obtient sign(K}) = sign (det)
k=1

mais K} > 0, de (3.11), donc det [ > 0.Nous obtenons (3.25).
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Maintenant on montre que J est bornée.

Nous substituons les expressions des dérivées partielles données par lemma(1) dans la deuxieme
intégrale (3.18), on obtient.

_ _ Pp—1)—p
— pm 1 P17 7P1T7P2—P1 T TP3—P2 (Pm m—1
J / § § Pt OB UPUR P U Uy

p'm 1 =0

Q p1=0

x(ﬁﬁl P“F+ZH9 H9P+1F+H0 F)d

2k1 =]

Pm—
_ _ Pn—1)—p
= pm 1 P17 7P1T7P2—P1 T TP3—P2 (Pm m—1
— / b Z Z P LCRIUP U U T U,
Q

Ppp_1=0 p1=0

m—1 m—17—1 m— m—1 m—1
P;+1)?2 P2 (P;+1)? i P2
165+ (15 T 60 T 6! >l |+ I 0 et ) fit
i=1 =2 k=1 =7 j=2 i=1
m—17—1 2 m 2 m—1 m—1 2
(Pi+1)% 1 Py (P+1) J P: m
X H 9@ 2 + ek H 01 Z ) + H 91 Ty f2+ dx
i=1 7j=2 k=1 i=j j=2 i=1
............... +++
m—1j—1 5 m—1 9 1 m—1
(P+1)% 1 Pk (Pi+1) i M
=1 7j=2 k=1 1=J j= i=1
pmfl p2 (P 1)
m— mT _pm_
— / D, E E CP 1 Cfm Upl UP2 —p1 Up3 p2 U 1
QO Pm,1:0 p1=0
m—1 j—1 m— m—1
. 2 m—1 2 m—1 . 2
o (5 T off T ome? o] )+ [] 0% ap
i=1 J=2 k=1 i=j Jj=2 i=1
TT (P12 m-1i— p2 ”ﬁ (P12 | (! "ﬁl P2 ht
P;j+1 P;+1 i
0, " zL+| 0.k < > :dn)Jr 0," xm
i=1 J=2 k=1 k i=j Jj=2 i=1
m—1 j—1 1 m—1
Py+1 2 m—1 P P41 2 m—1 Pi2 m
e, (z of T o) (et ) T o 5
i=1 J=2 k=1 i=j Jj=2 i=1 .
m—1 J—1 m—1 f2+
(P;+1)2 m—1 P2 (P;+1)2 m=1 . P2
aanshr = i S I U Il Sl |+ [] 0, e
i=1 J=2 k=1 i=j Jj=2 i=1
............... ++()fm_1+fm
m—1 m_lj—l o m—1 m—1 m—1
(Pi+1)% 1 P (Pi+1) j P? m
OU(S - H 91 $m+ ek; H 01 T, + H ezl‘rm
=1 =2 k=1 =7 j=2 =1
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En utilisant la condition (3.5) et la relation (3.14) successivement, on obtient

pm—1

P2 m
J<Cy / S e cnup U e e (1 +> Ui) dz

a |Pm-1=0 p1=0 i=1

Pour démontrer que la fonctionnelle L est uniformément bornée sur l'intervalle [0,7*] , on écrit
d’abord

pm—1

P2 m
) et VN @) o o O i O/ S O P (1 +) UZ)

Pm-1)=0  p1=0 i=1

= RPW(Ula Ug, ceey Um) + SPm—l(U17 U?a ) Um)7

ouRp, (Uy,...,Un)+ Sp,,—1(Ui, ..., Uy,) sont deux polynomes homogenes de degrés P, et P,, — 1,
respectivement. Tout d’abord, puisque les polynémes Hp et Rp sont tous de degré P, , il existe

une constante positive Cy telle que ch

/Rpm(Ul, Us, ..., Up)dz < 6’6/Hpm(U1, Us, ..., Up)da (3.31)
Q Q

alors appliquons I'inégalité de Holder a I'intégrale / Sp,—1(Uy,Us, ..., U, )dx, on obtient
Q

/Spm_l(Ul,Ug,...,Um)dx < (mesQ)m /(Spm_l(Ul,Ug,...,Um))pf?ffl dx
Q Q
Puisque pour tout Uy, Us, ...,U,,—1 > 0et U,, > 0,
(Spu 1 (U1, Us, ooy Up) )Pt (Spya (1, @2, o0y T, 1)) P
Hpm(Ul,UQ,...,Um) Hpm(l'l,{E'Q,...,iL'm_l,l) ’
. Ui .
oux; = Vie{l,2,..,m—1} et
Uit
. (SP _1(1»1’1‘27_”71»”1_1’1))?:;7@1
1 ’” <
ﬂiz—l’n}roo Hpm(l'l,l'Q,...,l’m_l,l) oo
On affirme qu’il existe une constante positive C'; telle que
Spp1(Ur, U, oy Uyy)) 701
(Spn—1(U1, U, ., Um)) < (O, pour tout Uy, Uy, ..., U,, > 0 (3.32)

Hp, (U, Us, ..., Upy)
Par conséquent, la fonctionnelle L satisfait I'inégalité différentielle

Pm—1

L'(t) < CsL(t) + CoL v (t),
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1
pour Z = Lr»n peut étre écrit comme
PZ < CsZ + Cy.

Une intégration simple donne I'union uniforme de la fonctionnelle L sur l'intervalle [0, 7*]; Ceci

met fin a la preuve du théoréme.

Corollaire 3.1 Supposons que les fonctions f; sont continument différentiables dans »_ sur 9, et
satisfont la condition (3.5). Alors tous les solutions de (3.1),(3.2),(3.3) avec des données initiales

dans ) et uniformément bornées sur 2 sont dans L> (0,7, L? (?)) pour tout p > 1.

Preuve. La preuve de ce corollaire est une consequence immédiate du Théoréme(3, 1), I'inégalité
évidente
m P
/ (Z u; (t,x)) dr < CyoL (t) sur[0, T
o \i=l
pour toutp > 1. m

Proposition 3.2 Sous les hypothéses du corollaire (3,1), si f; sont polynomialement bornées sur »
, Alors tous les solutions de (3.1),(3.2),(3.3) avec des données initiales dans ) et uniformément

bornées sur 2 sont globales.

Preuve. D’apres corollaire (3.1), il existe un constante positive C'; telle que

m p
/ (Z w; (t,x) + 1) de < Cyy sur|0; 77|
i=1

Q

et puisque les fonctions f; sont polynomialement bornées sur >, en utilisant les relations (3.9) , (3.10)
nous obtenons que F; sont aussi polynomialement bornées et la preuve devient une conséquence

immédiate du corollaire(3.1). m
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Conclusion

Notre principale objectif est d’étudier I'existence globale pour les S-R-D a matrice de diffusion
mxm pleine, la méthode suivie, pour prouver l'existence globale est basée sur la construction
d’une fonctionnelle de lyapunov et la construction d’'une région invariant.

Dans ce travail, nous avons réussi a étendre les résultats connus dans le cas diagonal d’'un systeme

de réaction-diffusion mxm a la situation pleine avec matrice symetrique.

3.2. Existence globale
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